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     د و نمودارح     

fاگر مقدار  .باشد fي تابع  ي است، دامنهي اعداد حقيق كه زير مجموعهDي  فرض كنيم مجموعه :تعريف ( x حداقل ( xوقتي ،ميل كند Lبه عدد  (
نويسيم  مي ،كندميل  aبه )Dدريك بازه از 

x a
lim f ( x ) L


. ي  فاصله ، آن اين است كه معنيf ( x   .كمتر شود خواه  از هر مقدار دل Lتا  (

  تابع در يك نقطهحد چپ و راست   
 1Lبـه عـدد    x(f(نزديك شود، آنگـاه  aبه  aتر از عدد  با مقدارهاي بزرگ) fي امنهد يك بازه ازدرحداقل ( xمتغير ، fاگر در تابع :حد راست  1

1L)x(flimنويسيم  است و مي 1Lحد راست دارد و مقدار آن  aي در نقطه fنزديك شود، گوئيم تابع 
ax




  .)1شكل (

 حداقل دريك بازه از( xمتغير، fاگر در تابع :حد چپ  2
نزديك شود،  aبه  aاز عدد  تر با مقدارهاي كوچك) fي دامنه
 aي  در نقطه f، گوئيم تابع ميل كند 2Lبه عدد  x(f(آنگاه 

يسيم  نو است و مي 2Lحد چپ دارد و مقدار آن 
2L)x(flim

ax



   .)2شكل ( 

  )1(شكل )                    2(شكل )                           3(شكل
 وقتي از حد تابع طبق قرارداد كتاب درسي، :توجهf ي در نقطه x a يا (همسايگي چپ يا راست يك در  كنيم فرض بر اين است كه تابع صحبت مي

  .تعريف شده باشد aي نقطه) هر دو
fتابعبه عنوان  (x) x 4  تعريف شده است، پس فقط  4تعريف نشده است ولي در همسايگي چپ  4در اطراف 

x

lim x



4
   .دارد معني 4

است و  aدر fهمان حد راست aدر fتعريف شده باشد، منظور از حد aاي مانند فقط در يك همسايگي راست نقطه fداگر تابعي مانن :قرارداد
نماد 

x a
lim f ( x )


به معناي  
x a

lim f ( x تعريف شده باشد،  aاي مانند فقط در يك همسايگي چپ نقطه fبه طريق مشابه اگر .خواهد بود (

است و نماد  aدر fهمان حد چپ aدر fمنظور از حد
x a
lim f ( x )


به معناي  
x a

lim f ( x )


  .است 

055به عنوان مثال
55




xlimxlim
xx

110و  
1

11 11








  ]x[

x
lim

]x[

x
lim

xx
.  

  
همان مقدار مشترك حدهاي چپ و راست  ،حد آناگر حدهاي چپ و راست تابعي در يك نقطه موجود و با هم برابر باشند، تابع در آن نقطه حد دارد و 

  )3شكل . (است
x a x a

lim f ( x ) lim f ( x ) L
  

   

 حدودي كه وجود ندارند   
  وجود ندارد aي عموماً حد تابع در سه حالت زير در نقطهبا توجه به رفتار تابع، 

 موجود ولي نابرابر باشند ،aي حد چپ و راست در نقطه  1 

x[)x(f[ي به عنوان مثال در تابع با ضابطه  1، با رسم نمودار
1




]x[lim
x

0و 
1




]x[lim
x

x[lim[، پس 
x 1

  .وجود ندارد 

ي  همچنين در تابع با ضابطه
x

|x|
)x(g  1، با رسم نمودار

0


 x

|x|
lim

x
1و 

0


 x

|x|
lim

x
، پس 

x

|x|
lim

x 0
  .وجود ندارد

ي با ضابطه علامت  از طرفي در تابع
, x

sgn(x) , x

, x


 
 

1 0
0 0

1 0
با رسم نمودار، 

x

limsgn(x)


 
0

و  1
x

limsgn(x)



0

، پس 1
x

limsgn(x)
0

  .وجود ندارد 

 كنيم توانيم از رسم نمودار استفاده  در يك نقطه، در صورت شناخت تابع مي ....، قدر مطلقي وي حد توابع شامل جزء صحيح محاسبه ايبر :توجه .  
  .نامتناهي باشد aي حد تابع در نقطه  2

  .حد ندارد aي كران داشته باشد، تابع در نقطه رفتار بي aي در همسايگي نقطه fاگر تابع
1ي  به عنوان مثال در تابع با ضابطه

1



x

)x(fجايي كه ، از آن:  

                   



   1

1
1

1
11 x

lim,
x

lim
xx

  

fچنين تابع  مه .ندارد حد1xپس اين تابع در  (x)
x

 2
xدر  1    .است داراي حد نامتناهي  ،حد ندارد ولي در اين نقطه0

ࡣتड़ؤॹف ণభنا  مفهوم شهودي حد.1  ়୶ و ଓ   ی୓ لઔध  نଌی :اਗد  حا୓඼່ 
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  باشد aي ميرا در همسايگي نقطه تابع داراي نوسانات غير   3
به عنوان مثال تابع 

x
sin)x(f


0در همسايگيx  ،داراي نوسانات غيرميراست

شود، موج سينوسي بين  ف به سمت صفر نزديك مي از دو طر xدر اين تابع، وقتي
  .حد ندارد0xشود و تابع در  متراكم مي1yو 1yدو عدد 

  
 نام دارد تابع ديريكلهشود  ذكر ميتوابع ديگري نيز وجود دارند كه رفتار حدي نامعمولي دارند، يكي از اين توابع كه اغلب  :توجه:  

,
f (x)

,





1
0  

  .اي داراي حد نيست هيچ نقطهاين تابع در 
  

  
  

 )با تغيير 82 –سراسري رياضي خارج از كشور (  كدام بيان در مورد حد توابع درست است؟ - 110

  .دار است كران aي چپ يا راست نقطهحد داشته باشد، آنگاه در يك همسايگي  aي در نقطه fاگر تابع) 1
  .حد دارد aي چپ و راست داشته باشد، آنگاه در نقطه حد aي دار در نقطه اگر تابعي كران) 2
  .حد دارد aي حد داشته باشد، آنگاه هر دو تابع در نقطه aي اگر مجموع دو تابع كراندار در نقطه) 3
  .حد صفر دارد aي تغيير علامت دهد، آنگاه در نقطه aاگر تابعي يكنوا در همسايگي محذوف) 4

حاصل  - 111
x

sinx

xsin
lim
x

2
1

2
3

2

0
  )86 -سراسري رياضي (  ؟كدام است 

1( 2
1  2( 2  3( 4  4(  

  
  

ل، حاصاست fتابع نمودار شكل زير - 112
x

| f (x) |
lim

f (x)0
  )مشابه فعاليت -57ي  صفحه -ديفرانسيل(   :برابر است با 

1( 1    
2( 1 -  
3( 3  
  .وجود ندارد )4

fي ي نقاطي كه تابع با ضابطه ي همه مجموعه -113 (x) tan x.cot x87-آزمون كانون رياضي(  ها حد ندارد، كدام است؟ ، در آن( 

1(   2 (k
,k Z

 
 

 2  3(  k ,k Z   4 (k ,k Z
 

   
 2  

باشد، آنگاه Raاگر - 114
x a

lim([ x] [ x])


 2   )4تمرين  - 68ي   صفحه -ديفرانسيل(   :برابر است با 2

  .وجود ندارد )4  1 )3  - 1 )2  صفر )1

تابع براكت در - 115









x
y

10وقتي 1
1

x 84 –آزاد غير پزشكي(  حد چپ كدام است؟(  
1 (11  2 (9 -  3 (10 -  4 (11 -  

حاصل - 116





xsin

lim
2وقتي 1

3
x 6مشابه تمرين  -68ي  صفحه -ديفرانسيل(  كدام است؟(  

1(1  2(2  3 (1) 4  صفر   
x[)x(f[ي  تابع با ضابطه - 117 2 ي در نقطهax  حد ندارد، اگرa گاه عددي منفي باشد، آن

 


axax

)x(flim)x(flim ؟كدام است )][    علامت جـزء صـحيح

 )4مرين مشابه ت -68ي  صفحه -ديفرانسيل(  ).است

  - 1 )4   1 )3  2 )2  صفر )1 
حدهاي  - 118




1
1

x

xlim و
3

3



x

xlim56ي  صفحه -ديفرانسيل(  ...........به ترتيب(  

  وجود ندارد - وجود ندارد) 4  صفر است –صفر ) 3  صفر است -وجود ندارد ) 2  وجود ندارد - صفر ) 1

حاصل  -119
]x[

x
lim
x 0

  )5تمرين  - 68ي   صفحه -ديفرانسيل(  ؟ كدام است 

  .وجود ندارد )4  صفر )3  - 1 )2  1 )1
  

1تيپ
  كنكورهاي سراسري داخل و خارج كشور

 هاي كانون و ساير منابعآزمون

 گويا باشد xاگر

 گنگ باشد xاگر
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 تعريف رياضي حد   
f وRاي از زيرمجموعهDكنيم فرض  :حدرياضي  تعريف : D Rدر اين صورت  ،يك تابع باشد

x a
lim f ( x ) L


نباله از درگاه به ازاي هر ، ه

مانند Dعضوهاي na كه بهa همگراستna a، ي  دنبالهn{ f ( a )   .همگرا باشدLبه  {
 512به كمك تعريف ثابت كنيد :مثال

2



)xlim(

x
.  

 ي در تابع با ضابطه :حلf (x) x 2 n{aي براي هر دنباله، 1 naكه  {    :، خواهيم داشت 2و همگرا به  2

n n
n xn
lim f(a ) lim( (a ) ) lim f (x)
 

      2 2
2

1 2 1 5 5  

  چپ و راست تعريف رياضي حد  
نويسيم است و ميLراست داراي حد a ي در نقطه fتابعگوييم  :حد راسترياضي تعريف   1

x a

lim f (x) L


 هرگاه به ازاي هردنباله ازعضوهاي ،

}a{مانند  fي دامنه n كه بهa همگراست وaan داشته باشيم،n
n
limf (a ) L


.  

نويسيم  است و ميLچپ  داراي حد aي  در نقطهfگوييم تابع : تعريف رياضي حد چپ  2
x a

limf (x) L


ي دنباله ازعضوهاي دامنه، هرگاه به ازاي هرf 

}a{مانند n كه بهa  همگراست وaan داشته باشيم،n
n
limf (a ) L


.  

 ها  وجود حد با دنباله اثبات عدم  
 غير ثابت يتوان استفاده كرد، اگر دو دنبالهيي فوق به صورت عكس نيز ماز قضيه :ي عكس قضيه na و na همگرا بهa باشند و 

 
n n

n n
lim f ( a ) lim f ( a xدر  f آنگاه تابع ،( a حد ندارد.   

  
  

  
  
  

2ي اگر دنباله - 120
12





n

n
an و تابع]x[)x()x(f 1 ي دنباله آنگاه مفروض باشند)a(f n 83 –سراسري رياضي  (  به كدام عدد همگراست؟(  

1 (2  2 (3  3 (4  4 (6  

12اگر  - 121
14





n

n
an و]x[b)x(f 2  به ازاي كدام مقدارb ي دنباله)}a(f{ n  85 -سراسري رياضي (  همگراست؟ 1به عدد(  

  نشدني) 4  1) 3  - 2) 2  - 3) 1

اگر - 122
n

n
an

1
 و

1
2

2 




x

]x[x
)x(fي ، آنگاه دنباله)a(f n 89 -سراسري رياضي (  به كدام عدد همگراست؟( 

1 (2
  .همگرا نيست) 4  2) 3  1) 2  1

4اگر  -123
3





x

]x[
)x(f  2و

34




n

n
anي  ، آنگاه دنباله)a(f n 87 -كشور  سراسري رياضي خارج از(  چگونه است؟(  

  واگرا) 4   1به  همگرا) 3  همگرا به صفر) 2  -1همگرا به  )1

21در تابع - 124 x)x(f ي  ، اگر دنباله)}a(f{ n ي همگرا به صفر باشد، انتخاب دنبالهna تواند درست باشد؟ ي عمومي مي با كدام جمله 

 )83 -سراسري رياضي خارج از كشور (  

1 (
1
1

2
2





n

n  2 (
1
1

2
2





n

n  3 (
12

2





n

nn  4 (
n

n

2
1  

اگر - 125
n

)(
a

n

n 2
1

 و




 2
x

)x(f ي باشند، آنگاه دنباله)}a(f{ n 89 -سراسري رياضي خارج از كشور (  به كدام عدد همگراست؟( 

2) 2  صفر) 1
  همگرا نيست) 4  1) 3  1

  
  

|اگر -126 x |
f (x) [x]

x
  وna sin( )

n n
 

1 nfي گاه دنباله، آن 1 (a   )91 -آزمون كانون رياضي(  چگونه است؟(
 واگرا ) 4  -2همگرا به  )3  -1همگرا به  )2  1همگرا به  )1

  كنكورهاي سراسري داخل و خارج كشور2تيپ

 هاي كانون و ساير منابعآزمون

  مفهوم رياضي حد.2
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 قضاياي حد  

x(flim(1Lو  تعريف شده باشند ي يكساني دامنهروي  gو fاگر دو تابع): 1(ي  قضيه
ax




2L)x(glimو 
ax




  :گاه ، آن

    
x a x a x a x a x a x a

( ) lim(f g)(x) limf (x) limg(x) L L ( ) lim(f g)(x) limf (x) limg(x) L L
     

         1 2 1 21 2   

x a

x a x a x a
x a x a

limf (x)
Lf

( ) lim(f .g)(x) limf (x) limg(x) L .L ( ) lim( )(x) , L
g limg(x) L



  
 

     1
1 2 2

2
3 4 0  

 دني دو تابع برابر نباشد ممكن است قضاياي بالا برقرار نباش اگر دامنه :توجه.  
fبه عنوان مثال دو تابع  (x) x  وg(x) x   درx  fD(ها  داراي حد صفر هستند ولي با توجه به دامنه 0 [ , )  0  وgD ( , ]  0( ،

fي تابع  دامنه g، ي مجموعه{   .توان صحبت كرد براي آن نميي صفر  خواهد بود و از حد در نقطه0{
گاه اي باشد، آن يك چندجمله P(x)اگر :اي حد توابع چندجمله  1

x a
lim P(x) P(a)


.  

گاه ، آناي باشند دو چندجمله Q(x)و P(x)اگر :حد توابع گويا  2
x a

P(x) P(a)
lim , Q(a)

Q(x) Q(a)
  0.  

n: حد توابع گنگ  3 n

x c
lim x c


كه در آن ،n  اگر( عددي طبيعي استn  ،زوج باشدc  0.(  
  :كنيم استفاده مي ي حد توابع مثلثاتي از دستورهاي زير براي محاسبه: حد توابع مثلثاتي  4

x x x x x x kx x k

( ) limsin x sin x ( ) limcosx cosx ( ) limtan x tan x ( ) lim cot x cot x
      

   
0 0 00

0 0 0 0

2

1 2 3 4   

 ي بعضي از حدود  هاي محاسبه روش 

 ،ي صفر حد به نقطهانتقال از توانيم  مي ،توابع شامل جزء صحيح در يك نقطهبعضي از توابع به ويژه ي حد  محاسبه براي: ي صفر انتقال حد به نقطه - الف
x   :كنيماستفاده  a h

h
x a h
lim f (x) L lim f (a h) L 

 
   0 0

  

  :بنابراين
x a x a

( ) lim f (x) lim f (a ) ( ) lim f (x) lim f (a )
      

     
0 0

1 2  

 ي  حد چپ تابع با ضابطه :مثالf (x) [ x / ]  5 0 xي در نقطه 3 
2
  .را بيابيد 3

 وقتي  :حل


 3
2

x به مفهوم 3
2

x است كه در آن 0اهيم داشت، پس خو:  

x

lim [ x / ] lim ( ) / lim / lim lim
       

 

 
       

                          
       

  
2 0 0 0 0

03
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توانيم از نقاط  ميشامل جزء صحيح در يك نقطه  حد توابع تر سريع ي محاسبه براي:  ي حد توابع شامل جزء صحيح يك روش غير رسمي در محاسبه -ب
ي  ي كافي نزديك به نقطه استفاده كنيم، به عنوان مثال در محاسبه به اندازه

x

lim [x]
1

0/ عدد توانيم از ، مي ي  استفاده كنيم، اما براي محاسبه 99

x

lim [x / ]



1

0 0/اگر از عدد  001 ولي  غير رسمييك روش  .است 1آوريم در حاليكه حاصل اين حد  دست مي استفاده كنيم جواب غلط صفر را به 99

a)دهيم ، قرار ميaي در نقطه شامل جزء صحيح تابع )حد چپ( ي حد راست ، در محاسبهمرسوم )a  .به مثال زير توجه كنيد:  

x x

( ) lim [ x] [ ( )] [ ] ( ) lim [ x] [ ( )] [ ]
 

   

 

     
1 1

1 3 3 1 3 2 2 3 3 1 3 3  

 نمادهايجاگذاري  :توجه(a )a  به جاي(x a )x a   اند ولي براي درك بهتر قابل توجيه تعلمي نيس.  
 تابع ثابت صفر گردد، آنگاه) aجز احتمالاً خود به( aباز، شامل عدد  ي ، در يك بازهfوقتي يك تابع مانند غير رسميطور  به  :هاي شبيه مبهم صورت -پ

  .خواهد بود »صفر مطلق«مقدار تابع 
x[)x(f[عنوان مثال در تابع به ي ، مقدار تابع در بازه),[ ها xشود و بر روي محور ، صفر مي10

2ي اما در تابع با ضابطه .گيرد قرار مي
1

 x)x(g2مل عددي شا ، تابع در هر بازه
، با مقاديري 1

  .ناميم مي »صفر حدي«طور غير رسمي آن را  شود و به تر از صفر ، به صفر نزديك مي تر يا بيش كم
  .ي دامنه نظر دهيم بدون محاسبه ،توانيم در مورد وجود نداشتن حد بعضي توابع كسري مي» صفر حدي«و » صفر مطلق«ا معرفي ب

  

  ي حد  هاي محاسبهروش.3
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 توان از حد تابع در آن نقطه صحبت كرد وقتي در مخرج كسر صفر مطلق ظاهر شود، حد معنا ندارد و نميي حد توابع كسري  در محاسبه ):1( ي  نكته.  
  . ندارد معنا

 به عنوان مثال
]x[

x
lim

x

3

2
1





و  
]x[

x
lim
x 0

  .، معنا ندارند

 درحد توابع كسري  ):2( ي  نكته0 و   به عنوان مثال ،0
x

[x]
lim

x


0

و  0
x

[x]
lim

x


0

02.  
  

 فشردگيي  قضيه   
  .برقراراست ،مساوي دارنداين قضيه راجع به رفتار حدي تابعي است كه بين دو تابع ديگر، كه هر دو در يك نقطه داده شده حد 

)a (hجز احتمالاً در خود( aي بازي شامل در بازه xهرگاه به ازاي هر قضيه   x ) f ( x ) g( x )   
 و نيز

x a x a
lim h( x ) lim g( x ) L
 

  گاه آن:   

x a
lim f ( x ) L


  

 01نشان دهيد  :مثال
0


 x

sinxlim
x

.  

 111كه از آنجايي :حل 
x

sinبراي مقدارهاي مثبت ،x داريمx
x

sinxx 
x،xو براي مقدارهاي منفي1

x
sinxx 

، حد توابعي كه 1

01برابر صفر است، پس  0x در دو طرف نامساوي هستند در
0


 x

sinxlim
x

  .است 

 11توان ثابت كرد  مي ي فشردگي قضيهبا توجه به   : نكته
0









 x

xlim
x

.   

  
اگر :داري ي كران قضيه

x a
lim f ( x )


0 و تابعg  همسايگي محذوفدر يكa گاه ن آباشد،  دار كران
x a
lim f ( x )g( x )


0است.  

به عنوان مثال



x
lim sin xsin

x0
1 ، زيرا0

x
sin

0است و دار ن كرادر همسايگي محذوف صفر  1
0




xsinlim
x

01پس 
0


 x

sin.xsinlim
x

.  
  
  

  

اگر  -127









12
11

2 xax

xax
)x(f  1و

11


 
)x(flim)x(flim

xx
  )86 –سراسري رياضي (  ؟كدام است a، مقدار 

1( 4 -  2( 3 -  3( 2 -   4 (1 -  

 ي تابع با ضابطه ،aبه ازاي كدام مجموعه مقادير - 128











112
12

xx

x)ax(
)x(f 1ي در نقطهx حد دارد؟  ) 80 –سراسري تجربي(  

1(}{0  2(}{2  3 (  4 (R  

xي  در تابع با ضابطه - 129 x
f (x)

x x

   
  

1 0
1 0

، حاصل 



0

3

x

)xx(flim كدام است؟  ) 89 -سراسري رياضي( 

  .موجود نيست) 4  صفر) 3  1) 2  - 1) 1
  
  

x)[ax()x(f[ ي تابع با ضابطهدر  - 130   3اگر
22


  xx

)x(flim)x(flim  باشد، عدد حقيقيa كدام است؟ ) 87 –سراسري تجربي(  

  صفر ) 4  - 1) 3  2 )2  1 )1
xsgn]x[)x(fي  ضرب حد چپ و راست تابع با ضابطه حاصل -131   0وقتيx 84 – سراسري رياضي خارج از كشور(  كدام است؟(  

  - 2) 4  - 1) 3  1) 2  صفر) 1

حاصل -132










 1

11
1 x

)x(lim
x

  )81–سراسري رياضي (  )جزء صحيح است ][ نماد( كدام است؟ 

2) 3  صفر) 2  - 1) 1
1  4 (1  

3تيپ

  كنكورهاي سراسري داخل و خارج كشور

 4تيپ

  عدد يا صفر مطلق يا صفر حدي
 صفر مطلق

 مطلقصفر
 حديصفر

 مطلقصفر
 عدد
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  گويا
 گنگ

xحد عبارت  -133
x
 
  

  )93 –سراسري رياضي (  ؟نيستهي در كدام حالت متنا 1

1(x 0  2 (x 0  3( x    4 (x    

حاصل  - 134
x
lim | x |

x

 
  0

  )93 – خارج از كشور سراسري رياضي(  كدام است؟ 1

  1) 4  صفر )3  .حد ندارد) 2  - 1 )1
  
  

اگر  -135
x a

lim (f (x) g(x))


 2تمرين  - 85ي   صفحه -ديفرانسيل(   :گاه وجود داشته باشد، آن(  

axدر gو fبايد هر دو تابع )1  تفاضل دو تابع )2  .حد داشته باشندf وg درax  حد دارد.  
axممكن است هر دو تابع در )3  ضرب آنها در حاصل )4  .حد نداشته باشندax  حد دارد.  

تابع جزء صحيح  در -136
















 32

xx
)x(f  6مجموع حد چپ و راست وقتيx كدام است؟  ) 82 –آزاد غيرپزشكي(  

1 (7  2 (6  3 (5  4 (8  
x)[x(y[تابع مجموع حد چپ و راست  -137 21 22   2درx 82 –آزاد پزشكي (  كدام است؟(  

1 (6  2 (3  3 (3 -  4 (6-  
fي با ضابطه fتابع -138 (x) (x ax b)[x]  2ي در تمام نقاط بازه( , )1   )91 -آزمون كانون رياضي(  كدام است؟(a,b)زوج مرتب. حد دارد4

1(( , )4 3  2(( , )4 3  3(( , )5 6  4(( , )5 6  

aاگر - 139 R آنگاه حاصل
x a

x
lim

x

 
 
  

2
2

4 3
1

  )11تمرين  - 86ي   صفحه -انسيلديفر(   :برابر است با 

  .وجود ندارد )4  3 )3  2 )2  صفر )1
   )86تا 72هاي    صفحه -ديفرانسيل(  ؟  چه قدر است 2در نقطه به طول  fofمطابق شكل زير است حد راست تابع fنمودار تابع -140

    صفر) 1
2 (1 

3 (1 -    
4( 2   

fاگر - 141 (x) x
x

 
  

 

g(x)و   1 [x]عآنگاه براي تاب(gof )(x) درx     )81ي   صفحه -ي گيري مثال  نتيجه -ديفرانسيل(  است؟درست كدام  0

    حد چپ و راست وجود ندارد) 2    حد چپ و راست موجود و برابر  ) 1
  .فقط معين است) 4    ابرابرحد چپ و راست موجود ولي ن) 3

32اگر  - 142
12

2












 x

)baxx(lim
x

  )81ي   صفحه -ديفرانسيل(  كدام است؟ )b,a(زوج مرتب آنگاه 

1 (),( 21  2 (),( 12  3 (),( 12   4 (),( 21   

x[)x(f[اگر - 143  و
x

xsin
)x(g  آنگاه براي تابعfog 0درx 6تمرين  - 68ي   صفحه -ديفرانسيل(  ؟ كدام گزينه درست است(  

  .حد چپ و راست موجود و برابرند )2    .حد چپ و راست موجود نابرابرند )1
  .حد راست وجود دارد ولي حد چپ وجود ندارد )4  .ردحد چپ وجود دارد ولي حد راست وجود ندا )3

تابع  -144







 32
323

x,x

x,x
)x(f  مفروض است، حاصل




3x

)x(flim ؟ كدام است  )88 -آزمون كانون رياضي(  

1( 6-  2( 6  3( 7  4( 11 -  

fفرض كنيد - 145 (x) sgn(x x )  2 3 ، آنگاه4
x a
lim f (x )


 2)a R (كدام است؟  )81ي   صفحه -ديفرانسيل(  

  1 )4  وجود ندارد )1  3)2  صفر )1

1ي اگر تابع با ضابطه - 146
12



x

sin)axx()x(f 1درx ،حد داشته باشدa ؟ كدام است  )77ي   صفحه -ديفرانسيل(  

  1 )4  صفر )3  هر مقدار دلخواه )2  .ردوجود ندا )1

xي  تابع با ضابطه - 147 a , x
f (x)

x , x


  3 2در 1

1
x ،حد داردa 17تمرين  - 87ي   صفحه -ديفرانسيل(  ؟ كدام است(  

  صفر )4  3 )3  2 )2  1 )1

 هاي كانون و ساير منابعآزمون



 

  
  دومپا।خ ઔधل 

  
  )1( راهبرد حل تيپ

xي  در نقطه fوقتي از حد تابع a كنيم فرض بر اين  صحبت مي
تعريف  aي نقطه) يا هر دو(است كه تابع در همسايگي چپ يا راست 

  .شده باشد
xدر حد راست تابع  :تذكر a    زماني قابل محاسبه اسـت كـه تـابع در
xدرتعريف شده باشد و حد چپ تابع  )x,a(ي بازه a  زماني قابـل

  .تعريف شده باشد )a,x(ي محاسبه است كه تابع در بازه

 »1«ي  گزينه - 110

حداقل در يك همسايگي حد داشته باشد، آنگاه  aي طهاگر تابعي در نق
  . دار است كران aي چپ يا راست نقطه

 »؟«ي گزينه - 111

 تابع يدامنه ابتدا

x
sinx

xsin
)x(f

2
1

2
3

2
 يابيممي را:  

  








 02
13
x

sinx:xRDf  

02 يمعادله بايد پس
13 
x

sinx كنيم حل را:  

  











k
xx

sin

x

x
sinx

2
102

1
0

02
13  

 پس



k

x 2
  :لذا ،1












 Zk,
k

x:xRDf 2
1  

  نقاط در تابع يعني

  









2
1

4
1

6
106

1
4

1
2

1
,,,...,,...,,,  

 نزديـك  صـفر  سـمت  بـه  هرچـه  كـه  بينـيم مـي  بنابراين شود،نمي تعريف
 همسـايگي  هـيچ  پـس . شـود نمـي  تعريف نقطه شماربي در تابع شويم، مي

 تابع حد بودن موجود لازم شرط اين كه شود،نمي يافت صفر عدد محذوف
  .است 0x در

 معني ندارد  
x

sin x
lim

x sin
x



2

30

2
1

2

  

    »1«ي  گزينه - 112
  :همواره مثبت است، پسصفر  در همسايگي fاز آنجايي كه تابع

x x

| f (x) | f (x)
lim lim

f(x) f (x) 
 

0 0
1  

 »1«ي  گزينه -113

kاز آنجايي كه
x


 2،tanx.cot x  صورت زير  ، پس نمودار تابع به1

  :خواهد بود

k
x


 2 ،y  1  

  
  .است 1ي دلخواهي حد دارد و حد آن  اين تابع در هر نقطه

    »2«ي  گزينه - 114
  :دانيم مي

k
, x

y [ x] [ x] (k Z)
k

, x


    

 

0 22 2
1 2

  

ي دلخواهي حد  شود كه در هر نقطه رسم نمودار تابع، ديده ميبنابراين با 
توجه كنيد كه حد تابع در يك نقطه به مقدار آن در آن . است 1تابع 

  .نقطه ارتباطي ندارد
  
  
  
  
  

  :پس
x a

lim([ x] [ x])


   2 2 1  

 »3«ي گزينه - 115

  :كنيممي استفاده ترسيم روش از :اولحل  راه

تابع ارنمود
x

y
1

 شـده  رسـم  زير در 

10ينقطه در است،
1

x وقتي x از 

10چپ سمت
1 10 به

1 كند، مي ميل 
ــابع ــا ت ــادير ب ــيش مق ــرب )( از ت 10 

)(به 10 لذا شود،مي نزديك:  

  10101

10
1
















 



x

])[(
x

lim  

 وقتي :حل دوم راه









 
 10

1
x، 10 يعني

1
x 101 پس


x

  :لذا ،

 101









x

  

 »2«ي گزينه - 116

xsiny تـابع  نمـودار  به توجه با  

2ي نقطه همسايگي در
3

x، تابع 

)(از تـر بيش مقادير با 1  بـه )( 1 
  :لذا شود،مي نزديك
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1
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









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
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
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
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 ققغ 

  ୓඼່د حاਗی :پا।خ ඩ়ر਄৆ی 
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x(f[y[(ي با توجه به نمودار تابع با ضابطه :راه حل اول  اگر تابع در ،

چپ و راست در  حد نداشته باشد، آنگاه قدر مطلق اختلاف حد aي نقطه
yاست، از آنجايي كه تابع  1اين نقطه  x نزولي  ،هاي منفيxبه ازاي2

  :است پس حد چپ از حد راست بزرگتر است و در نتيجه
  

1
  axax

)x(flim)x(flim  

Naكهطوري  عددي منفي باشد، به aاگر :دومراه حل  2 در اين ،
x[)x(f[صورت تابع 2 درax   و داريم) چرا؟(حد ندارد:  

  )a(xax 22  
  )a(xax 22  

])a[(])a[()x(flim)x(flim
axax








22  

11 22  a)a(                                  
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ــابع در ــا تـ ــابطه بـ 1 يضـ x)x(f، ــه ــابع يدامنـ ــازه تـ  يبـ
),[Df    :دارد وجود 1x در راست حد پس است، 1

  0111
1


x

xlim  

ــابع در ــا تـ ــابطه بـ x)x(g يضـ  ــه،3 ــابع يدامنـ ــازه تـ  يبـ
],(Dg 3 ،در چپ حد پس است x   حـد از  و دارد وجـود  3

  :، لذا توان صحبت كرد نمي 3x در راست
  033

33


 xx
xlimxlim  
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ي  ي تابع با ضابطه ابتدا دامنه
]x[

x
)x(f  يابيم را مي:  

),[),(Dx]x[ f  10100   
  :وجود دارد، لذا 0xي تابع فقط همسايگي چپ  نهبا توجه به دام

01
0

00





 ]x[

x
lim

]x[

x
lim

xx
  

  )2( تيپحل   راهبرد
درتوابعي كه حد چپ و راست  ،به وسيله دنبالهبراي اثبات عدم وجود حد 

نباله را به گونه اي انتخاب كنيم كه يكي همواره بـا  ،بايد دو دنابرابر دارند
ديگري  و )باشداكيد دنباله صعودي ( ر از نقطه به آن ميل كندمقادير كمت

  .)باشداكيد دنباله نزولي ( همواره با مقادير بيشتر از نقطه به آن ميل كند
}a{در دنباله ي nكه همگرا بهL براي تشخيص اين كه با مقادير ، است

naعلامت عبارت كافي است  يا كمتر، كند ميل ميLبيشتر به L  را
  :نهايت تعيين كنيم در بي

0
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


 )La( n  
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  22
12





 n

n
lim
n

  

}a{ي دنباله ببينيم كهاين براي nشود  نزديك مي 2به  2تر از  با مقادير كم
  :تشكيل دهيمرا  2na كافيست ،يا بيشتر

  2
322

122










 




nn

n
)a( n  

2 ،طبيعـي  nاز آنجايي كه به ازاي هر
3



n
مقـداري منفـي اسـت پـس     

02 na 2و درنتيجهna  ي  ، بنـابراين دنبالـه}a{ n ادير بـا مق ـ
  .كند مي ميل 2به  2تر از  كم
  :پس

n

n n
n xa

limf (a ) limf (a ) limf (x)
 

 
22

  

  
x x

limf (x) lim(x )[x] ( )[ ]
 



 

     
2 2

1 2 1 2 3  
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  212
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




 n

n
lim

n
  

}a{ي دنباله ببينيم كهاين براي nشود  نزديك مي 2به  2تر از  با مقادير كم
  :تشكيل دهيمرا  2naيا بيشتر، كافيست 

  12
1212
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
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
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






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)a( n  

12 ،طبيعي nاز آنجايي كه به ازاي هر
1


n

مقـداري منفـي اسـت پـس     

02 na 2و درنتيجهna  ي  ، بنـابراين دنبالـه}a{ n   بـا مقـادير
  .شود نزديك مي 2به  2تر از  كم
  :پس

 


22 xa
n

n
n )x(flim)a(flim)a(flim
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x[blim()x(flim([b])[(  :لذا
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



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2134   bb][b  
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 n

n
limalim
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 كهجاييآن از
n

an
11، پس na نزديك 1 به 1 از تربيش مقادير با 

  :لذا شود،مي
  

 

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n )x(flim)a(flim)a(flim
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  :لذا
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)]([x
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lim)x(flim
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



 n

n
limalim
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n  

شـود يـا بيشـتر،     نزديك مي 4به  4با مقادير كمتر از  naنيم كه يبايد بب
)a(علامت بنابراين كافي است n 4 را بيابيم:  
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1142

344

















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)a( n  

  )شودنزديك مي Lتر از يعني با مقادير بيش(
 )شودنزديك مي Lتر از يعني با مقادير كم(
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  :اما. شود نزديك مي 4به  4با مقادير كمتر از  naبنابراين  

 


44 xa
n

n
n )x(flim)a(flim)a(flim

n

  

0  :لذا
44

33
4
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4











  x

]x[
lim
x

  

a(f(ي پس دنباله n همگرا به صفر است.  
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  :آوريم دست مي ي تابع داده شده را به دامنه
11101 22  xxx  

0از آنجايي كه
n

n )a(flimاي را در نظر بگيريم كه بـا   ، پس بايد دنباله

)(همگرا باشد يا با مقادير بيشـتر از  1به  1ر كمتر از يمقاد 1  بـه)( 1 
) 1(، همگرا به )3(و ) 2(، )1(ي  ها سه گزينه همگرا باشد، با توجه به گزينه

2همگرا به) 4(ي  و گزينه
را بايـد  ) 3(و ) 2(، )1(ي  است، پس سه گزينه 1

  .بررسي كنيم

  ):1(ي  در گزينه
1
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2
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
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


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  .شود و جواب است همگرا مي 1به  1اين دنباله با مقادير كمتر از 
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 :بنابراين
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  زوج 
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  فرد 

}a(f{(ي بنابراين دنباله n همگرا نيست.  
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ــر xاگ  ــاه0 xباشــد، آنگ sin xــن  . اســت ــه اي ــا توجــه ب ــابراين ب بن

كه
n


1 nsin  :است داريم0 sin( ) a
n n n n
     

1 1 1 1 0 0  

تر به عدد  همگرا به صفر است و از مقادير كمnaي با توجه به اين كه دنباله
  :داريم. شود صفر نزديك مي

n
n x x

x

| x |
lim f (a ) lim f (x) lim ([x] )

x

x
lim ([x] )

x

 



  



  


      

0 0

0
1 1 2

 

  )3( تيپحل   راهبرد
  .در درس توجه كنيد »ي حد توابع و قضاياي حد محاسبه«به بخش 

 ــه ــابع :توجــــ ــابطه تــــ ــاي دو ضــــ ــكل  اي هــــ ــه شــــ بــــ









ax,)x(g

ax,)x(h
)x(f زماني درax    حد دارنـد كـه درa 

هـــــا موجـــــود و برابـــــر باشـــــد،  حـــــد چـــــپ و راســـــت آن
يعني

 


axax
)x(glim)x(hlim.  
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  a)axlim()x(flim
xx

212
1

2

1


 

  

  11
11


 

a)axlim()x(flim
xx

  

1  :پس
11


  xx

)x(flim)x(flim  

  31121  a)a()a(  
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  :بايد باشد داشته حد 1xينقطه در fتابع كهآن براي
  

 


)(x)(x

)x(flim)x(flim
11

  

2  :پس

1

2

1
1)a()axlim()x(flim

)(x)(x


 

  

  112
11


  )(x)(x

)xlim()x(flim  

  :بايد لذا

  11 2  )a(  
 ـ حقيقـي  جواب بالا يمعادله كهجاييآن از  مجموعـه  پـس  نـدارد،  aرايب

  .است تهي ،aمقادير
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01اگر  xباشد،xx 3بـا فـرض    بنـابراين  ،استx x t 3، 
xوقتي 0 ،t 0 لذا:  

  
x t

lim f (x x) lim f (t)
  

 3

0 0
  

  :ي بالا استفاده كنيم ي حد بايد از ضابطه بنابراين براي محاسبه

xt

lim f (t) lim x
 

  
00

1 1  

  )4( حل تيپ  راهبرد
  : در محاسبات حد توابع شامل جزء صحيح به نكات زير توجه كنيد -الف

1
0




]lim[  0  و
0




]lim[ )1(  

10) تعريف غير رسمي(  00  و  ][  ][ )2(  

)n 100) و مثبت فرد عددي   ][])[( n )3(  

)n 100) مثبت عددي   ][)](n[ )4(  
  :ي حد توابع شامل جزء صحيح دقت كنيد كه در محاسبه - ب

0  0  و  

 مطلقصفر  
 صفر حدي 

  زوج
  
  

 فرد

  صفر مطلق
 صفر حدي

  صفر مطلق
 غير صفر عدد
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  )a(])[a(]x)[axlim()x(flim
xx

 

 
2222
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 

 
a])[a(]x)[axlim()x(flim
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  :اما
  3
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

  xx

)x(flim)x(flim  

  1323222  aa)a()a(  
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xطور غير رسمي وقتي  به 0به جايxدهيم ، در تابع قرار مي0 به ،
xوقتي  طريق مشابه 0به جايxدهيم ، در تابع قرار مي0.  

 


00 xx

)xsgn]x([lim)x(flim  :حد راست  

11000   )sgn(][             
  

 


00 xx

)xsgn]x([lim)x(flim  :حد چپ  

21100   )sgn(][           
221    ضرب حد چپ و راست حاصل ))((
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  ):1(ي  بررسي گزينه

  x x x
x x x x

               

1 1 1 11 1 1  

  

x

lim x
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

    
0

1 1  

  .د چپ در صفر موجود استي فشردگي ح طبق قضيه
  ):2(ي  بررسي گزينه

  x x x
x x x x

               

1 1 1 11 1 1  
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lim x
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

    
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1 1  

  .ي فشردگي حد راست در صفر موجود است طبق قضيه
  ):3(ي  بررسي گزينه
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lim x ( )
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

        
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  ):4(ي  بررسي گزينه
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lim x lim

x
x



 
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دانيم  مي
x
lim x

x

    0
1 x، پس حد چپ و راست آن در 1 0  نيز برابر

  : است، در نتيجه 1

x x

x x x

lim x lim x
x x

lim x lim ( x) lim x
x x x
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          

                    

0 0

0 0 0

1 1 1

1 1 1 1
  

xبنابراين تابع در    .حد ندارد 0
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دو تـــابع 







 01
01

x,

x,
)x(f  و








 01
01

x,

x,
)x(g  در

0x 0د ولي مجموع آنها درنحد ندارx 1ي  حد دارد، بنابراين گزينه 
  : شود، از طرفي حذف مي

, x , x
(f g)(x)

( ) , x , x

     
       

1 1 0 2 0
1 1 0 2 0  

  .شود نيز حذف مي 2ي  تابع تفاضل در صفر حد ندارد و گزينه 

از طرفي اگر 







 05
03

x,

x,
)x(f  و








 03
01

x,

x,
)x(g ،  

gfگاه  آن   0درx حد دارد ولي:  
, x

f .g(x)
, x

 
  

3 0
15 0  

ي  شود، بنابراين گزينه نيز حذف مي) 4(ي  حد ندارد و گزينه 0xكه در 
  .صحيح است 3
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x x

limf (x) limf (x)
  

    
6 6

5 3 8  
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x

lim(x )[x ] ( )[ ] [ ]


 



        2 2

2
1 2 2 1 2 2 3 0 3 0 0  

  ])[(]x)[xlim(

x

221221
2

22  




  

  31303   )(][  
  .است 3 راست و چپ حد مجموع پس
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yدانيم تابع  مي [x]بنـابراين  . هاي صحيح حـد نـدارد   در نقاط به طول

fكه تابع  براي آن (x) (x ax b)[x]  2ي باز  ، در بازه( , )1 حد  4
حد داشته  3و  2ي صحيح در اين بازه، يعني  داشته باشد بايد در هر نقطه

xباشد، اين موضـوع زمـاني ممكـن اسـت كـه        xو2  هـاي   ريشـه 3
xي  معادله ax b  2   .باشند0

)xمنفي است( 

)xمثبت است( 

  صفر مطلق
 ديصفر ح



 153  حد و پيوستگي/ پاسخ فصل دوم 

f (x) (x )(x )[x] (x x )[x]      22 3 5 6  
aدر نتيجه  5وb    :، بنابراين6

(a,b) ( , ) 5 6  
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ــه  ــر نقطـ Ra،112ي در هـ x  1و
1

1
2 
x

ــه    و در نتيجـ

0
1

11 2 





x
1است پس  

1
1

2 












x
  :و خواهيم داشت 
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1
34

2
2
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












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x
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ax
  

  .است 3ي دلخواهي داراي حد  هبنابراين تابع در هر نقط
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 


22 xx

))x(f(flim)x)(foflim(  

 كمتر مقادير با x(f(شود،مي نزديك 2 به 2 از تربيش مقادير با xوقتي
  :لذا شود،مي نزديك صفر به صفر از

    02 )x(fx  
  :داريم رابطه در جاگذاري با

  
 


02 )x(fx

))x(f(flim))x(f(flim  

t)x(fانتخاب با  داريم:  
  1

00


  xt

)x(flim)t(flim  
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xل، وقتي با توجه به اثبات تست قب 0آنگاه ،f (x) 1پس ،:  

x f (x) x x
lim g(f (x)) lim g(f (x)) lim g(x) lim [x]

      
   

0 1 1 1
0

  :به طريق مشابه

x f (x) x x
lim g(f (x)) lim g(f (x)) lim g(x) lim [x]

      
   

0 1 1 1
1

xپ و راست درپس حد چ    .موجود و نابرابرند 0
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  صـفر   ،2xازاي به مخرج و است شده حقيقي عدد تابع حد كهجاييآن از
baxxدوم يدرجه عبارت كهصورتي در شود،مي 2  2 ازاي بـهx، 

 شامل بايد دوم يدرجه عبارت پس. شد خواهد نهايتبي ابعت حد باشد، غيرصفر
)x(عامل يك 2 بود خواهد زير صورت به عبارت بنابراين. باشد:  

  32
12

2









 x

)x)(kx(lim
x

  

12اما
12

2









 x

)x(lim
x

  :پس ،

  1323
2




kk)kx(lim
x

  
  
  

  :است زير صورت به دوم درجه عبارت لذا
  212 2  xx)x)(x(  

)b,a(),(  :بنابراين 1aو 2bلذا 21   
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  :دهيم را تشكيل مي fogابتدا تابع

  







x

xsin
))x(g(f)x(fog  

بايـــد





 x

xsin
lim
x 0

را بررســـي كنـــيم، از آنجـــايي كـــه بـــراي هـــر  

20 
 |x| ،xxsin  )ــره ــه داي ــاتي توجــه كنيــد ب ــذا )ي مثلث ، ل

10 
x

xsin 0  :و در نتيجه
0







 x

xsin
lim
x

  

  .موجود و برابرند 0xبنابراين حد چپ و راست در
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txبا انتخاب  وقتي 3xآنگاه ، )(t   :زيرا 3
33  xx  

  :لذا

 


)(tx

)t(flim)x(flim
33

  

  :در نتيجه

x x ( ) x ( )

limf ( x) limf (x) lim( x ) ( )
      

        
3 3 3

3 2 3 3 2 11  
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  :دانيم مي

, x

sgn(x) , x

, x


 
  

1 0
0 0

1 0
  

xي دوم اما عبارت درجه x 2 3 همواره مثبت است زيرا در آن،  4
مثبت و x2ضريب    9 16   :، پس0

sgn(x x )


  2

0
3 4 1  

fتابع ثابت fپس تابع (x)   ي دلخواهي داراي حد است و در هر نقطه 1
  .ري نداردافقي بر روي حد آن اث  انتقالاست، توجه كنيد كه  1
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1از آنجايي كه
1
x

sin 1درx   حد ندارد ولي كراندار است، لذا بـراي

axxحد داشته باشد، بايـد عامـل    1xدر  fآنكه تابع 2   بـه ازاي

1x 1010  :صفر شود، لذا
12 


aaaxx
x

  

    »2«ي  گزينه - 147

1بايد در
  :ي بالا و پايين برابر باشند ضابطه 2

  
x

x a x a a


        
1
2 1 33 1 1 22 2  
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