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}a{ يدنباله n و) 3( يگزينـه  ها،گزينه در پس باشد، صفر به همگرا بايد 
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







n

 و است نزولي 1

 يدنباله








n

  .صحيح است) 1(ي  پس گزينه، است صعودي 1

 »3«ي  گزينه -1330

}a{ي  دنباله nاي انتخاب شود كه همگرا به صـفر بـوده ولـي     بايد به گونه
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همگراست




51
0xn

)x(flim)
n

(flim:ي  گزينه)1(  

همگراست


14
0xn

)x(flim)nn(flim:ي  گزينه)2(  

همگراست




11
0x

n

)x(flim)
n

(flim:ي  گزينه)4(  
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xطور غير رسمي وقتي  به 1به جايxدهيم ، در تابع قرار مي1 به ،
xوقتي  طريق مشابه 1به جايxدهيم ، در تابع قرار مي1.  
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  ):1(ي  بررسي گزينه
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نيم دا مي
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    0
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  0 داركران تابع 
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

01 20 x
sin))x(f(lim

x
  

2xتـابع  كـه  كنيد دقت
sin

 0درx  همسـايگي  در ولـي  نـدارد  حـد 

],[يبازه در داركران تابعي و شودمي تعريف صفر محذوف 11 است.  
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 تعريف دلخواهي همسايگي هر در پس است، Rيدامنه با fكهجاييآن از
 در fتـابع  امـا  اسـت،  داركران تابعي fپس ،|2|fطرفي از و شودمي
)x(f)x(تـابع  بنابراين ندارد، حد اينقطه هيچ 12   خواهـد  حـد  زمـاني 

012كه داشت x ،1ينقطه دو در يعني باشدx 1وx  تـابع 
  .دارد حد
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 نادرسـت  3 و 2 هـاي گزينـه  پـس  ندارنـد،  حـد  1xدر gو fتابع دو
  .كنيممي بررسي را) 4( و) 1( هايگزينه بنابراين هستند،
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ــه  ــر نقطـ Ra،112ي در هـ x  1و
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  .است 3ي دلخواهي داراي حد  بنابراين تابع در هر نقطه
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yدانيم تابع  مي [x]بنـابراين  . هاي صحيح حـد نـدارد   در نقاط به طول

fكه تابع  براي آن (x) (x ax b)[x]  2ي باز  ، در بازه( , )1 حد  4
حد داشته  3و  2يعني  ي صحيح در اين بازه، داشته باشد بايد در هر نقطه
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  :لذا شود،مي نزديك صفر به صفر از
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g(x)با فرض x x  2 5 بايد 5
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xبل، وقتي با توجه به اثبات تست ق 0آنگاه ،f (x) 1پس ،:  

x f (x) x x
lim g(f (x)) lim g(f (x)) lim g(x) lim [x]

      
   

0 1 1 1
0

  :به طريق مشابه

x f (x) x x
lim g(f (x)) lim g(f (x)) lim g(x) lim [x]

      
   

0 1 1 1
1

xپس حد چپ و راست در    .نابرابرندموجود و  0

    »2«ي  گزينه - 1369

11از آنجايي كه 
0








 x
xlim

x
11، پس 

0











m

x

m

x
xlimلذا ،:  

 





 









00

1
x

mn
m

m

x

mn xlim
x

xxlim  

mnاز آنجايي كه   است، لذا:  
n

m m n
x x

lim x lim
x x  

 

 
 

 0 0

1 1   

  :اما تفاضل دو عدد فرد، عددي زوج است، بنابراين
n

m
x
lim x

x ( )  


 
    

 0

1 1 1
0 0
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 صفر ،2xازاي به مخرج و است شده حقيقي عدد تابع حد كهجاييآن از
baxxدوم يدرجــه عبــارت كــهصــورتي در شــود،مــي 2 ــه  ازاي ب

2x، يدرجه عبارت پس. شد خواهد نهايتبي تابع حد باشد، غيرصفر 
)x(عامل يك شامل بايد دوم 2 زيـر  صـورت  بـه  عبـارت  بنابراين. باشد 

  :بود خواهد

  32
12

2









 x

)x)(kx(lim
x

  

12اما
12

2









 x

)x(lim
x

  :پس ،

  1323
2




kk)kx(lim
x

  
  :است زير صورت به دوم درجه عبارت لذا

  212 2  xx)x)(x(  
)b,a(),(  :بنابراين 1aو 2bلذا 21   
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  :دهيم را تشكيل مي fogابتدا تابع

  







x

xsin
))x(g(f)x(fog  

 عددي زوج



 165  حد و پيوستگي/ پاسخ فصل دوم 

 

بايـــد





 x

xsin
lim
x 0

را بررســـي كنـــيم، از آنجـــايي كـــه بـــراي هـــر  

20 
 |x| ،xxsin  )ــره ــه داي ــاتي توجــه كنيــد ب ــذا )ي مثلث ، ل

10 
x

xsin و در نتيجه:  

0
0







 x

xsin
lim
x

  

  .موجود و برابرند 0xبنابراين حد چپ و راست در
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  :خواهيم داشت ي فشردگي، قضيهبا توجه به 

x x x
lim x lim x lim(f (x) )
  

     2 2
0 0 0

0 3 0  

x
lim f (x)


 
0

3  

x
lim

f (x)

   
      

  0
1 1 13  
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  :دانيم مي

, x

sgn(x) , x

, x


 
  

1 0
0 0

1 0
  

xي دوم اما عبارت درجه x 2 3 همواره مثبت است زيرا در آن،  4
مثبت و x2ضريب    9 16   :، پس0

sgn(x x )


  2

0
3 4 1  

fتابع ثابت fپس تابع (x)   ي دلخواهي داراي حد است و در هر نقطه 1
  .افقي بر روي حد آن اثري ندارد  انتقالاست، توجه كنيد كه  1
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1از آنجايي كه
1
x

sin 1درx دارد ولي كراندار است، لذا بـراي  حد ن

axxحد داشته باشد، بايـد عامـل    1xدر  fآنكه تابع 2   بـه ازاي
1x صفر شود، لذا:  

1010
12 


aaaxx
x
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توان ثابت كرد تابع  ها مي ي دنباله وسيله با استفاده از اثبات عدم وجود حد به
باشد، ) عددي گويا( Qاي حد ندارد به عنوان مثال اگر در هيچ نقطه

باشند ولي  را بيابيم كه هر دو همگرا به naو naي آنگاه اگر دو دنباله




n
n

n
n )a(flim)a(flimآنگــاه تــابع ،f در  حــد نــدارد، ايــن دو

  :توانيم در نظر بگيريم دنباله را به صورت زير مي

11


n
nn )a(flim

n
a  

02


n
nn )a(flim

n
a  

ي  بـا ضـابطه   طور كلي تـابع  به      نكته 





x,)x(h

x,)x(g
)x(f ،

  :حد دارد هرگاه xزماني در




xx
)x(hlim)x(glim  

پيوســــته باشــــند، آنگــــاه از حــــل  hو gاگــــر توابــــع 
x(h)x(g(ي معادله توان نقاطي را كه تابع ، ميf   در آنهـا
  .دست آورد رد، بهحد دا
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1ي گفته شده بايد در با توجه به نكته
:ي بالا و پايين برابر باشند ضابطه 2

  
x

x a x a a


        
1
2 1 33 1 1 22 2  
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a)توابع به شـكل  b)
a ; x Q

y
b ; x Q


  

اي حـد   در هـيچ نقطـه   

تابعي fفاقد حد است ولي Rدر تمام نقاطfاين سؤال تابع ندارند لذا در

|كراندار است زيرا f | x)يعنيfپس زماني كه ضريب2 x )3 برابر 24
  :حد خواهد داشتgصفر شود تابع

x
x x x (x )

x


       

3 2 2 04 0 4 0 4  

xدر نقاط gلذا تابع  xو 0  بـه   gحد دارد زيرا در اين نقاط تابع4
  .است شود كه حاصل آن صفر تبديل مي) صفركراندار(صورت

  )7( حل تيپ  راهبرد

ي وقتي نمودار تابع با ضابطه
)x(g

)x(f
y ي در نقطهax   تعريف نشده

  : باشد، آنگاه  Lباشد ولي داراي حد
ax -الف ريشه ي مشترك صورت و مخرج است.  
axحد تابع در   - ب برابرL است.  
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00با توجه به نمودار )(f است، پس:  

  0010
000 



 b
b

)(f  

1لذا تابع به صورت 
4 3





x

axx
)x(f اما بـا توجـه بـه    . شود تبديل مي

چون مخرج . شود و در اين نقطه حد دارد تعريف نمي 1xنمودار، تابع در
، صفر 1xصفر است، بايد صورت كسر نيز به ازاي 1xكسر به ازاي 

0شود تا عبارت به صورت مبهم
تبديل شود، چون اگـر صـورت بـه ازاي     0

1x در اين نقطه، صفر نشود حد تابع شود، لذا مي:  

  40404 1
3   aa|axx x  

  :بنابراين
  ),()b,a( 04  

  
  

  گويا
 گنگ




